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多目标规划与福利评判标准
①

韩　松
(中国人民大学信息学院运筹学与数量经济研究所, 北京, 100872)

摘　要　福利经济学的目标, 是评价各种经济状态的“好”与“坏”Λ经济学家根据福利标准, 进行政策评价Λ因

此, 关于福利标准的研究是福利经济学中的重要问题之一Λ 帕累托最优是任一社会的最优经济状态都应满足

的最起码和最没有争议的福利标准, 但有时并不能反映真实的经济情况Λ 本文通过建立社会福利最优的多目

标规划模型, 用多目标规划理论, 对社会福利最优状态和福利标准进行探讨, 将帕累托最优标准推广到弱帕累

托最优和非支配最优Λ

关键词　多目标规划, 帕累托最优, 弱帕累托最优, 非支配最优

§1　引　言

福利经济学 (w elfare econom ics) 的目标, 是评价各种经济状态的社会合意性 (“好”和

“坏”) Λ经济状态是指经济活动和经济资源的具体安排Λ每一种状态都是以资源的不同配置和

经济活动的不同分配为特征的Λ 对于不同的经济状态, 进行政策评价是有用的Λ 例如, 在两种

不同的商品集合和要素价格上, 经济都能达到均衡Λ 社会从它们中选择, 假使其他标准不能做

出选择, 就只有根据福利标准进行选择Λ
从广泛的意义上讲, 一个社会的福利, 取决于所有消费者的满足水平①Λ 但是, 几乎是福利

经济学家们评判的每一种选择, 都会对某些人产生有利的影响, 对另一些人产生不利的影响Λ
在这种情况下, 经济学家关心的是资源的有效配置, 即只着重分析可明确改进福利的情形Λ

配置是由每个消费者的特定消费水平和每个生产者的特定投入与产出水平来规定的Λ 帕

累托最优 (Pareto op t im ality) 提供了任一社会的最优状态都应满足的最起码和最没有争议的

福利标准Λ 如果在不减少其他人的效用的情况下, 生产和分配的重新组织, 不可能增加某个人

或更多人的效用, 则这种配置状态处于帕累托最优状态Λ 这一概念体现了经济效率思想, 是对

社会上不存在浪费的思想的一种形式化, 因此又称为帕累托效率Λ帕累托最优将经济效率问题

与财富分配问题区分开来, 它只给出了经济状态是否有效率的评判标准, 而不能评判财富分配

是否“公平”Λ后一个问题是一个容易引起人们争论的 (并具有政治性的)问题Λ例如, 某个社会

可能在一个消费者拥有全部物品的 99% 时实现帕累托最优配置, 但是显然, 大多数人并不认

为这是一种令人满意的配置状态Λ
帕累托最优是评判经济状态是否有效率的最基本的标准, 有时并不能反映真实的经济情

况Λ关于福利标准的研究一直是福利经济学中的重要问题之一Λ但是, 由于福利经济学属于规
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②范经济学范畴, 关于福利标准经常涉及价值观、道德、政治等因素, 经济学家很难用模型化方法

进行分析Λ 本文通过建立社会福利最优的多目标规划模型, 用多目标规划的概念和理论, 对社

会福利最优状态和福利标准进行探讨Λ应用多目标规划中的关于有效解的不同定义, 给出了不

同的福利评判标准, 并推导它们的最优条件Λ 它们是帕累托最优、弱帕累托最优、非支配最优Λ

§2　福利最优的多目标规划模型

设多人社会有多种资源配置状态,A ,B 是其中任意两种状态Ζ 对个人来讲, 判别两种状态

“好”“坏”的准则是偏好关系Ζ 即设某消费者 i 的效用函数为 u i (x ) , 则

A Μ B Ζ u i (A ) ≤ u i (B ) ;

A ; B Ζ u i (A ) < u i (B ) ;

A ～ B Ζ u i (A ) = u i (B ).

　　对于生产者来说, 生产要素在生产者之间的配置状态的“好”“坏”, 是用生产函数来判别

的Ζ 设某厂商的生产函数为 f (x ) , 则任意两种生产要素配置状态A , B , 判别“好”“坏”的标准

是

A Μ B Ζ f (A ) ≤ f (B ) ;

A ; B Ζ f (A ) < f (B ) ;

A ～ B Ζ f (A ) = f (B ).

　　从社会的角度来看, 有多个消费者和生产者, 何为社会福利最优的配置状态, 其检验标准

是什么? 是否存在使每个社会成员都满意的经济状态? 这些都是本文讨论的内容Ζ
一个纯交换的经济系统中, 有 n 个消费者,m 种产品Ζ②

x j = (x
j
1, ⋯, x

j
m ) T ∈E

m
+ , 是第 j 个消费者对m 种产品的消费量, j = 1, ⋯, n;

Ξi 是第 i 种产品的总量, i= 1, ⋯, m ;

u j (x
j )是第 j 个消费者的效用函数, j = 1, ⋯, n.

这里, 假设效用函数 u j (x
j )满足

11u j (x
j )是连续的, 并且具有连续的一阶和二阶偏导数;

21u j (x
j )是严格凹函数;

31u j (x
j )是严格单调增函数, 即

9u j (x j )
9x i

> 0.

中央权威 (社会决策者)追求福利最优的经济状态, 希望每个消费者的效用最大, 因此是一

多目标问题Ζ 建立福利最大的多目标模型

(V P)

V - m ax (u 1 (x 1) , ⋯, u n (x n) ) = U (X )

s. t. 　6
n

j = 1
x j

i ≤ Ξi, i = 1, ⋯,m

　　　x j ≥ 0, 　j = 1, ⋯, n

令R = (x 1, ⋯, x n) 6
n

j= 1
x j

i ≤ Ξi, i = 1, ⋯,m , x j ≥ 0, j = 1, ⋯, n , 是可行配置的集合Ζ 即
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② 本文以纯交换经济为例, 同理可研究生产经济和交换与生产同时存在的情况Λ
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③Π X ∈R , 都是一个可行的资源配置状态Ζ
定义 1　设X{ ∈R , 若不存在X ∈R , 使得

U (X{ ) ≤U (X )

则称X{ = (xθ1, ⋯, xθn)是 (V P)的有效解 (Pareto 解) Λ 记多目标规划 (V P) 的 Pareto 解的全体为

R
3
p a.

定义 2　设X{ ∈R , 若不存在X ∈R , 使得

U (X{ ) < U (X )

则称X{ = (xθ1, ⋯, xθn)是 (V P)的弱有效解 (弱 Pareto 解) Λ记多目标规划 (V P)的弱 Pareto 解的

全体为R
3
w p.

考虑多目标规划 (V P)对应的线性加权和问题

(P Α)　

m ax　6
n

j = 1
Αju j (x j )

s. t. 　6
n

j= 1
x j

i ≤ Ξi, i = 1, ⋯,m

　　　x j ≥ 0, 　j = 1, ⋯, n

这里

Α= (Α1, ⋯, Αn) T ∈ + + = Α 6
n

j = 1
Αj = 1, Αj ≥ 0, j = 1, ⋯, n .

　　引理 1　设X{ 是 (P Α)的最优解, Α∈+ + , 则 X{ 是 (V P)的弱 Pareto 解Ζ③

引理 2　设X{ 是 (V P)的弱 Pareto 解, 则存在 Αλ∈+ + , 使得X{ 是 (P Αλ)的最优解Ζ
引理 3　设X{ 是 (P Αλ)的最优解, Α∈+ + , Α> 0, 则 X{ 是 (V P)的 Pareto 解Ζ

引理 3 表明, 线性加权和函数可以看作是一个社会福利函数, 即W = 6
n

j= 1
Αju j (x j ) Ζ在这样

的社会福利函数下选择的福利最大状态一定是帕累托最优状态, 并且福利函数中的权数代表

了社会决策者对不同社会成员的偏好程度Ζ

§3　帕累托最优状态

帕累托最优标准是检验经济状态是否“最优”的最基本的福利标准Ζ 如果至少有一人认为

A 优于B , 而没有人认为A 劣于B , 则认为从社会的观点看也有A 优于B Ζ这就是所谓的帕累

托最优状态标准, 简称帕累托标准Ζ 利用帕累托最优状态标准, 可对资源配置状态的任意变化

做出“好”与“坏”的判断: 如果既定的资源配置状态的改变使得至少有一个人的状态变好, 而没

有使任何人的状态变坏, 则认为这种资源配置状态的变化是“好”的; 否则认为是“坏”的Ζ 称这

种以帕累托标准来衡量“好”的状态改变为帕累托改进Ζ利用帕累托标准和帕累托改进, 可以定

义“最优”资源配置Ζ
定义 3　如果对于某种既定的资源配置状态, 所有的帕累托改进均不存在, 即在该状态

上, 任意改变都不可能使至少有一个人的状态变好而又不使任何人的状态变坏, 则称这种资源
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配置状态为帕累托最优状态Ζ
定义 4　所有帕累托最优状态的集合称为契约曲线Ζ也就是多目标规划 (V P)的 Pareto 解

的全体, R
3
p aΖ

显然, 有

定理 1　可行资源配置状态X 是帕累托最优状态的充分必要条件是X 是 (V P) 的 Pareto

解Λ
下面给出帕累托最优条件, 详细证明见参考文献[ 1 ]Ζ
定理 2　设X{ 是 (V P)的 Pareto 解, 则一定有

9u j (xθ j ) ö9x i

9u j (xθ j ) ö9x l
=

qλi

qλl
, j = 1, ⋯, n , i, l = 1, ⋯,m (1)

　　定理 2 说明, 帕累托最优状态必须满足条什: 在该状态下, 所有消费者在每对产品之间的

边际替代率都相等Ζ 这就是帕累托最优条件Ζ 这里, 帕累托最优状态的Kuhn2T ucker 乘子 qλi、

qλl 都是正数, 它们是资源的影子价格Ζ 由每个消费者追求自身效用最大化, 得到资源的影子价

格等于其市场价格Ζ

§4　弱帕累托最优状态

设A 和B 是任意两种可行配置状态Ζ 如果每个人都认为A 优于B , 则认为从社会的观点

看也有A 优于B , 这就是所谓的弱帕累托最优状态标准, 简称弱帕累托标准Ζ 利用弱帕累托最

优状态标准, 可对资源配置状态的任意变化做出“好”与“坏”的判断: 如果既定的资源配置状态

的改变使得每个人的状态都变好, 则认为这种资源配置状态的变化是“好”的; 否则认为是Ζ
“坏”的Ζ 称这种以帕累托标准来衡量“好”的状态改变为弱帕累托改进Ζ 利用弱帕累托标准和

弱帕累托改进, 可以定义这种意义下的“最优”资源配置Ζ
定义 5　如果对于某种既定的资源配置状态, 所有的弱帕累托改进均不存在, 即在该状态

上, 任意改变都不可能使每个人的状态变好, 则称这种资源配置状态为弱帕累托最优状态Ζ
由弱 Pareto 解的定义, 得到定理 3

定理 3　可行资源配置状态 X{ 是弱帕累托最优状态的充分必要条什是X{ 是 (V P) 的弱

Pareto 解Ζ
由多目标规划解的性质有R

3
p aΑ R

3
w p , 即帕累托最优状态一定是弱帕累托最优状态Ζ

§5　非支配最优状态

前面讨论了帕累托最优状态和弱帕累托最优状态, 结果表明帕累托最优状态有无穷多个,

它们之间是无法进行比较的Ζ 在这些帕累托最优状态中选择出一个或某些个的方法是确定社

会福利函数, 找出使社会福利函数最大的帕累托最优状态Ζ社会福利函数代表了社会决策者的

偏好Ζ而这一节给出判别资源配置“好”“坏”的非支配标准, 在判别标准中就体现了社会决策者

的偏好Ζ这样就缩小了“最优”配置的集合, 并且集合中的每一个配置状态都体现了社会决策者

的偏好Ζ
设社会决策者对不同社会成员的偏好体现为每个成员的权, 要求权 Α满足 Α∈W , 这里W
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Α E
n
+ 是闭凸锥ΖA 和B 是任意两种可行的资源配置状态, 则在考虑决策者偏好的情况下, 判别

两种状态“好”“坏”的广义判别准则是

定义 6　广义判别准则

A Μ B Ζ U (B ) ∈U (A ) + W 3 ;

A ; B Ζ U (B ) ∈U (A ) + W 3 ö{0};

A ～ B Ζ U (B ) = U (A ).

　　这里,W 3 是W 的正极锥, 即W
3 = {y ûy

T
x ≥0, Π x ∈W }Ζ 显然, 若W = E

n
+ , 则W

3 = E
n
+ ,

此时广义判别准则与帕累托准则相同Ζ
我们称广义判别准则为非支配最优标准, 简称非支配标准Ζ 也就是, 如果状态B 可由状态

A 沿着W
3 的方向达到, 则状态B 优于状态A Ζ 如果既定的资源配置状态的改变, 使得新的配

置状态在广义判别准则下优于原配置状态, 则这种变化称为非支配改进Ζ利用非支配标准和非

支配改进, 可以定义体现决策者偏好的非支配最优状态Ζ
定义 7　如果对于某种既定的资源配置状态, 所有的非支配改进均不存在Ζ即在该状态上

无法沿着W
3 方向达到新的可行资源配置状态, 则称这种资源配置状态为非支配最优状态Ζ

定义 8　设X{ ∈R , 若不存在X ∈R , 满足

U (X ) ∈U (X{ ) + W 3 ,U (X ) ≠U (X{ )

则称 X{ 是多目标规划 (V P ) 关于W
3 的非支配解Ζ 记 (V P ) 关于W

3 的非支配解的全体为

R (W 3 ) Ζ
定理 4　可行资源配置状态 X{ 是非支配最优状态的充分必要条件是X{ 是多目标规划

(V P)关于W
3 的非支配解Ζ

例 1　设在两个消费者两种产品的模型中, 决策者对两个消费者的偏好为, 要求权满足 1
2

<
Κ1

Κ2
< 2Ζ 也就是

W = { (Κ1, Κ2) û - Κ1 + 2Κ2 ≤ 0, 2Κ1 - Κ2 > 0}

它的正极锥为

W 3 = { (d 1, d 2) ûd 1Κ1 + d 2Κ2 ≥ 0, (Κ1, Κ2) ∈W }

= {Α1 (- 1, 2) + Α2 (2, - 1) ûΑ1 ≥ 0, Α2 ≥ 0}

= { (- Α1 + 2Α2, 2Α1 - Α2) ûΑ1 ≥ 0, Α2 ≥ 0}

　　那么此时的判别准则意味着, 若 x 比 y 好, 可能出现 u 1 (x ) > u 1 (y ) , u 2 (x ) < u 2 (y ) 或者

u 1 (x ) < u 1 (y ) , u 2 (x ) > u 2 (y )的情况, 而不是帕累托标准下的“越大越好”Ζ

由多目标规划解的性质, Pareto 解, 弱 Pareto 解, 非支配解的关系是R (W 3 ) Α R
3
p aΑ R

3
w p.

§6　小　结

无论在何种经济体制下, 每个政府 (社会决策者) 都力图采取各种措施使得经济运行实现

福利最大, 本文运用多目标数学规划理论, 研究分析福利经济学中的问题, 推广了判别准则, 使

之更符合实际情况, 是对福利经济学的发展Ζ
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④　福利经济学第一, 第二定理④表明, 完全竞争市场得到的瓦尔拉斯均衡是帕累托最优状态,

即市场经济体制是有效率的经济体制, 但是瓦尔拉斯均衡不一定是对大多数人有利的经济状

态, 所以在市场经济条件下, 需要政府对经济运行的调控Ζ在这种情况下, 决策者对不同的社会

成员具有不同的偏好, 那么评价资源配置状态的标准就是非支配标准Ζ 由此可见, 帕累托标准

到非支配标准的推广具有极强的经济意义Ζ
本章提出和研究的问题对于研究和思考我国社会主义经济运行也有参考和实际意义Ζ 例

如, 对社会主义经济运行如何进行评价, 评价的标准是什么? 如何评价我国实施的经济政策带

来的福利变化?如允许一部分人先富起来, 而使另一部分人的生活水平下降, 是否要进行补偿?

目前实施的西部大开发战略, 实际上就是决策者对某一地区具有特殊偏好, 就可以用非支配最

优标准来评价这一政策会对全国的经济运行有何影响?这些问题, 都是社会主义经济运行需要

解决的问题Ζ
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M UL T I-O BJECT IVE PRO GRAMM ING AND
W EL FARE EVAL UAT IO N CR ITER IO N

H an Song
(T he Institu te of Op era tiona l R esearch and M athem atica l E conom ics, R enm in U niversity

of Ch ina , B eij ing , 100872)

Abstract　W elfare econom ics is evaluating various allocations. Econom ists evaluate po licy basing on w elfare

criterion. So study on w elfare criterion is one of the mo st impo rtan t p rob lem s. Pareto op tim ality is a popu lar

criterion. bu t som etim e it can’t reflect real econom ic situation. In th is paper, w e give m ult i2objective

p rogramm ing model fo r socia l w elfare op tim ality, study socia l op tim al w elfare situation and w elfare criterion

using m ult i2objective p rogramm ing theo ry, and expend Pareto criterion to w eak Pareto criterion and non2
dom inated criterion.

Key words 　 m ulti2objective p rogramm ing, Pareto op tim ality, w eak Pareto op tim ality, non2dom inated

Op tim ality
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